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Аннотация. Рассматривается функционирование активной системы, в случае, когда распределяются финансы 

для активных элементов на выполнение работ, составляющих производственное задание. Финансирование 

работ осуществляет заказчик из ограниченного фонда. Для определения объемов финансирования необходимо 

знать планируемые затраты выполнения работ. При определении плановых затрат активным элементам не 

известны фактические затраты. Для оценки вероятных значений фактических затрат активные элементы 

используют функцию распределения фактических затрат. 
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Введение 

При выполнении задания, состоящего из нескольких работ, заказчик взаимодействует с 

активными элементами. Заказчик финансирует выполнение проекта из ограниченного фонда 

финансирования. Чтобы проект был реализован, каждый активный элемент должен выполнить 

определенный объем работ. Для выполнения работ активные элементы получают от заказчика 

финансовые средства. Заказчик распределяет финансы среди активных элементов при помощи 

механизма финансирования. Механизмы, которые побуждают повышать эффективность 

производства и выпускать продукцию лучшего качества с меньшими затратами и меньшей ценой в 

[1] получили название противозатратные механизмы. Противозатратные механизмы управления были 

разработаны при исследовании моделей активных систем [2] для борьбы с монопольными 

эффектами, такими как устранение конкуренции и нарушения механизма рыночного регулирования 

[3]. Исследования западных ученых, в основном, посвящены применению антимонопольных законов 

[4-7], в том числе для дробления монополий. Одновременно с этим западные ученые детально 

изучают проблемы снижения и управления затратами [8-10]. 

Основные результаты исследований противозатратных механизмов управления получены для 

детерминированных моделей [1,11-13]. При этом детерминированность понимается как отсутствие 

неопределенности в информации, используемой при выработки управляющего воздействия. В 

отечественных разработках решение стохастических задач в теории активных систем, прежде всего, 

связаны с анализом механизмов стимулирования [14-16]. В работах зарубежных ученых 

рассмотрение аналогичных задач связано с исследованиями по теории контрактов [17,18]. В данной 

работе рассматривается ситуация, когда заказчик распределяет финансовые средства среди активных 

элементов – монополистов на основе, полученной от них информации о планируемых затратах, на 

выполнение работа. При этом активные элементы могут оценить значение своих затрат лишь только 

с некоторой вероятностью. 

1 Модель объекта 

Взаимодействие заказчика (Центра) и активных элементов (агентов) рассматривается как обмен 

информацией, необходимой для принятия решений. Агенты сообщают Центру значения 

планируемых затрат на выполнение работ. Центр определяет размер финансовых средств, 

выделяемых на для этих работ и сообщает их агентам. Предполагается, что при определении 

планируемых затрат агенты не знают фактических затрат на выполнение работ, но им известна 

функция распределения величины фактических затрат.  

Обозначим: 

C – фонд финансирования; 

N - {1, 2, ..., n} – множество агентов; 

si – планируемые затраты i-го агента, сообщаемые в Центр, iN; 

zi – фактические затраты i-го агента iN; 

сi – объем финансирования i-го агента iN; 

fi(zi)  – плотность распределения фактических затрат i-го агента iN. 
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Плановая прибыль i-го агента определяется выражением Piп=сi-si, соответственно, фактическая 

прибыль записывается как Piф=сi-zi. Последнее выражение представим в виде Piф=сi-si+si-zi=Piп+si-

zi. Разницу Piс=si-zi будем называть сверхплановой прибылью. Здесь будем считать, что 

планируемые затраты всегда больше фактических затрат, т.е. выполняется неравенство, si≥zi, 

поэтому Piс>0.  

Также полагаем, что Центр оставляет в распоряжении агента только часть сверхплановой 

прибыли. При этом выражение для фактической прибыли i-го агента имеет вид 

Piф=Piп+qPiс=ci-si+q(si-zi), iN,       (1) 

где q[0;1] - норматив, определяющий величину сверхплановой прибыли, остающейся у агента. 

Задача Центра – выбор такого механизма распределения финансовых средств, который побуждает 

агентов уменьшать плановые затраты. 

Предполагается, что плановые затраты, которые агенты сообщают Центру, удовлетворяют 

условиям  ;i i is d l , i=1,…,n, причем Центру, как и агентам известно, что затраты на выполнение 

работ не могут быть меньше di, и больше li i=1,…,n.  

В детерминированном случае механизм считается противозатратным, когда агенты сообщают в 

Центр достоверную информацию о своих затратах. В стохастическом случае механизм будем считать 

противозатратным, когда оптимальной стратегией i-го агента является сообщение планируемых 

затрат меньше li, i=1,…,n. Как было сказано выше агентам известна функция распределения F(zi) 

(F(li)=1) фактических затрат и, соответственно, плотность распределения f(zi)=F(zi).  

2. Принцип равных рентабельностей. 

При реализации этого принципа, каждому агенту выделяется такое количество средств, которое 

обеспечивает им одинаковую рентабельность, т.е. получение одинаковой прибыли на единицу 

вложенных средств [19,20]. При определении объемов финансирования агентов на основе этого 

принципа Центр решает систему уравнений 

j ji i

i j

j

j N

c sc s

s s

c C


 



 



. 

Решение этой системы может быть представлено в виде 

 ci=(+1)si, iN,  

где  - рентабельность выполнения работ, определяемая выражением 

 ρ 1C S  .  

Здесь j

j N

S s


 . В этом случае выражение для фактической прибыли принимает вид 
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В силу того, что агентам известна только функция распределения F(zi) определим математическое 

ожидание фактической прибыли. 

         ρ
i i

i i

s L

i i i i i i i i i i i

d s

M P s s q s z f z dz s z f z dz          , iN. 

Поведение агента при максимизации математического ожидания фактической прибыли можно 

оценить из анализа выражения 

 
 

   
ρ

ρ 1 1
i i

i i

i i

M P s
s q F s

s s

         
 

     (2) 

Предположим сначала, что справедлива гипотеза слабого влияния [2], согласно которой влияние 

оценки агента si на величину  не учитывается, то есть ρ 0is   , тогда выражение (2) принимает 

вид 

     1i i i iM P s s C S q F s        , iN.      (3) 
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Легко видеть, что неравенство 

  0i i iM P s s             (4) 

выполняется, если  1 0C S q   . Более того, (4) выполняется всегда для любой функции 

распределения F, если q удовлетворяет условию  q L C L  , где j

j N

L l


 . При этом, для 

увеличения математического ожидания своей фактической прибыли агенты будут увеличивать свои 

плановые затраты si li, iN, а это означает, что механизм не является противозатратным. 

Рассмотрим случай, когда случайная величина zi, iN имеет равномерное распределение на 

участке от di до li. Тогда функция F(si) может быть записана как 

  i i
i

i i

s d
F s

l d





.         (5) 

При этом выражение (3) можно переписать в виде 

    1 i i
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s d
M P s s C S q

l d


         , iN.  

Для определения плановых затрат, обеспечивающих максимум математического ожидания 

фактической прибыли агента необходимо решить систему уравнений 

 1 0i i
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
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
, iN.  

Решение этой системы записывается в виде 

 2
1 4 1

2 1
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L D D q
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Здесь j

j N

D d


  

Определим значение q при котором будут выполняться условия противозатратности, то есть когда 

выполняются неравенства 

 2
1 4 1

2 1

i i
i i

D l d L D
d C l

L D D q

  
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, iN. 

Нетрудно получить, что эти неравенства выполняются при 

 1q C L  .        (6) 

Из этого ограничения на q следует. Чем больше средств С распределяет Центр, тем меньше 

возможностей для обеспечения противозатратности. Так, например, если фонда финансирования C 

достаточно, чтобы удовлетворить максимальные плановые затраты li, iN, другими словами, если 

C=L, то притивозатратности достигнуть невозможно, т.к. из (6) следует, что q<0, но для норматива q 

должно выполняться условие q[0;1].  

Пусть теперь ρ 0is   . Для функции распределения (5) выражение (2) можно переписать в виде 

 
 1 1

i i i i i

i i i

M P s s s dC
q

s S S l d

     
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  
, iN.    (7) 

Если предположить, что для достаточно большого n справедливо 

1i i

j
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s s

S s n
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 ,        (8) 

то (7) можно представить в виде 
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Для определения плановых затрат, обеспечивающих максимум математического ожидания 

фактической прибыли агента необходимо решить систему уравнений 
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Решение этой системы записывается в виде 

 

   

 2

1
1 4 1

1 2

i i

i i

C L D D l dn
s d
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, iN. 

Определим значение q при котором будут выполняться условия противозатратности, то есть когда 

выполняются неравенства 

  

   

 2

1
1 4 1

1 2

i i

i i

C L D D l dn
d l
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, iN.   (9) 

Неравенство (9) выполняется, когда 

 
1

1
n C

q
n L


  .         (10) 

Таким образом механизм будет противозатратным, если выполняется условие (8) и для q 

справедливо неравенство (10). Заметим здесь, что в отличие от выше рассмотренного случая, 

механизм останется противозатратнвм, даже если C=L, неравенство (10) при этом будет выглядеть 

как q<1/n. 

Если затраты на выполнение работ у агентов не сильно отличаются друг от друга, будем считать, 

что разница между максимальными плановыми затратами li и минимальными затратами di для всех 

агентов одинакова, то есть li-di=w, i=1,…,n. Тогда для равномерного распределения случайной 

величины zi, i=1,…,n на участке от di до li производная (7) может быть записана как  

 
 1 1

i i i i i
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M P s s s dC
q

s S S w

     
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, iN. 

В этом случае, для определения плановых затрат, обеспечивающих максимум математического 

ожидания фактической прибыли агента необходимо решить систему уравнений 

 1 1 0i i is s dC
q

S S w
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Решение этой системы записывается в виде 
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Определим значение q при котором будут выполняться условия противозатратности, то есть когда 

выполняются неравенства 

 
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Cw q Vd
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Cw q V
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 
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Из последнего выражения получаем, что для каждого агента должно выполняться неравенство 

2
1 iV l

q C
V


  , iN. 

Таким образом, чтобы условия противозатратности выполнялись для всех агентов значение q, 

должно удовлетворять следующему ограничению 

2
1 i

i N

V l
q min C

V

 
  

 
. 

4 Механизм финансирования на основе максимальной и минимальной 

рентабельностей 

Минимальная рентабельность 0 при реализации этого механизма задается Центром для всех 

агентов. Максимальная рентабельность i, iN рассчитывается для каждого агента индивидуально. С 

этой целью сначала определяется максимальный объем финансирования. Так как фонд 

финансирования С ограничен, то один агент может получить максимальное финансирование, если 

все остальные агенты будут получать минимальное финансирование. Формально это можно записать 

следующим образом. Минимальное финансирование i-го агента равно 
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 cimin=(0+1)si, iN.         (11) 

Максимальное финансирование j-го агента равно 

 jmax imin

i N
i j

c C c



  .         (12) 

При этом максимальная рентабельность j-го агента определяется как 

 η
jmax j

j

j

c s

s


 , jN.         (13) 

Фактический объем финансирования i-го агента рассчитывается на основе рентабельности 
 ф

ρi

iN, которая определяется как 
   ф

0ρ 1 ρ + ηi ik k  , iN. 

Таким образом, фактический объем финансирования i-го агента будет равен 
       ф

0 01 ρ 1 1 ρ + η 1 1 ρ +i i i i i i imaxc s k k s k s kc           . 

Заметим, что суммарный фактический объем финансирования агентов не может превышать C, 

следовательно, должно выполняться условие i

i N

c C


 . Из этого условия легко получить 

ограничение на k, 1k n . Если 1k n  распределяется весь фонд финансирования C, если же 

1k n , фонд финансирования C распределяется не полностью. 

Следует отметить, что установление минимальной рентабельности 0 можно рассматривать как 

своеобразную гарантию того, что агент получит такое финансирование, которое обеспечит ему 

рентабельность не меньше 0. 

О гарантированном финансировании имеет смысл говорить, если средства, полученные агентом от 

Центра не меньше его затрат, что означает, что 00.  

Утверждение. Для того чтобы гарантировать агентам получение средств, обеспечивающих 00 

должно выполняться условие C L . 

Доказательство. Предположим, что планируемые затраты всех агентов равны li, iN, тогда из (11) 

получаем cimin=(0+1)li, iN. Соответственно, из (12) следует 

  0 1jmax imin j

i N
i j

c C c C L l



     
. 

Учитывая (13) можем записать 

 0

0

1
η j

j

C L

l




 
  . 

А так как j - максимальная рентабельность j-го агента, то должно выполняться условие 

 0

0 0

1
η j

j

C L

l


 

 
   , jN. 

Отсюда следует 0 1C L    и учитывая, что 00, получаем C L . 

Утверждение доказано. 

Итак, доказано, что минимальный размер фонда С=L и это значение фонда гарантированно 

обеспечивает 0=0. 

В соответствии с (1) прибыль i-го агента записывается в виде 

   
 

0 x

,  если 
1 ρ

,        если 

i i i i

i i i ima

i i i i

q s z z s
P s k k s kc

s z z s

  
        

 
 

Соответственно, математическое ожидание фактической прибыли записывается как 

           0 x1 ρ
i i

i i

s l

i i i ima i i i i i i i i

d s

M P s k k s kc q s z f z dz s z f z dz                 , iN. (14) 

Здесь, как и отмечалось выше, поведение агента при максимизации математического ожидания 

фактической прибыли можно оценить из анализа выражения 
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 
      01 ρ 1 1

i i

i

i

M P s
k q F s

s

   
    


      (15) 

Из (15) следует, что неравенство (4) выполняется всегда, если 

    01 ρ 1 1 0k q     .         (16) 

Если 1k n , то фонд финансирования C распределяется полностью и (16) можно представить в 

виде 

 01 ρ 1n
q

n

 
 .          (17) 

Справедливость неравенства (17) приводит к тому, что (4) выполняется всегда для любой функции 

распределения F. При этом для увеличения математического ожидания своей фактической прибыли 

агенты, при любой функции распределения F, будут увеличивать свои плановые затраты si li, iN, а 

это означает, что механизм не является противозатратным. 

Рассмотрим теперь случай, когда для функции распределения F справедливо (5). В этом случае 

(14) принимает вид 

   
 

 

 

 

2 2

0 x1 ρ
2 2

i i i i

i i i ima

i i i i

s d l s
M P s k k s kc q

l d l d

 
              

 
Определим, при каком значении si математическое ожидание прибыли принимает максимальное 

значение. Для этого необходимо решить уравнение 

 
    01 ρ 1 1 0

i i i i

i i i

M P s s d
k q

s l d

          
 

. 

Решение этого уравнения записывается как 

  
 0*

1 ρ 1

1
i i i i

k
s d l d

q

 
  


.        (18) 

В стохастическом случае механизм будет противозатратным, когда 
*

i is l  i=1,…,n. Из (18) 

получаем, что последнее неравенство выполняется, когда 

  01 ρ 1
1

1

k

q

 



.          (19) 

При доказательстве утверждения было показано, что 0 1C L   . Пусть 0 1C L   , тогда (19) 

принимает вид 

 1 1
C

q k
L

   .          (20) 

Выше показано, что для обеспечения гарантированного финансирования агентов должно 

выполняться условие C L , если 1k n , т.е. фонд С распределяется полностью, и т.к. q[0;1] то 

механизм распределения будет противозатратным, когда ;
1

n
C L L

n

 
  

. 

В качестве примера, рассмотрим случай, когда С=L. Областью противозатратности является 

заштрихованный треугольник на рис. 1.  

При этом, как следует из (20) q<k. Также не сложно показать, что если размер фонда 

финансирования больше    1nL n  и весь фонд распределяется полностью, то при любом q[0;1] 

механизм распределения не является противозатратным. 
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Рис. 1 Область противозатратности 

Заключение 

При равномерном распределении фактических затрат в диапазоне от di до li и CL, если 

справедлива гипотеза слабого влияния [2], то принцип равных рентабельностей не обеспечивает 

противозатратность распределения финансовых средств. Противозатратность принципа равных 

рентабельностей может быть достигнута, когда распределяемые средства меньше максимально 

допустимых потребностей агентов L, справедливо (8), и установлено q, удовлетворяющее условию 

(10). Распределение фонда финансирования на основе максимальной и минимальной рентабельностей 

выбор нормативов q<k позволяет обеспечить противозатратность механизма распределения и 

сообщение агентами si<li, iN. Минимальное значение плановых затрат, которое агенты могут 

сообщить в Центр определяется как 

 *
1i i

i

d n l
s

n

 
 . 
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